10. Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2021. november 24.
ITI. matematikus, 2021 &sz.

10.1. Irjunk fel (minél kevesebb széamolassal) egy-egy olyan linearis tortfiiggvényt, amely
(a) a felss feélsikot 6nmagara képezi
(b) az egységkort a jobb félsikra képezi,
(c) a jobb félsikot az egységkorbe képezi
agy, hogy a 0,1, co pontok képe rendre 1, 0o, 0.

10.2. Képezziik le a fels§ félsikra konform moédon:
(a) {z,Im > 0,Re z > 1}
(b) {z,Im 2z > 0,z #it,0 < t < 1}
(¢) {z,Im z > 0,z #it,t > 1}

10.3. Legyen f(z) holomorf a zart egységkorlemezen, a korvonalon nem 0, és nem egységnyi.
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(b) Irjuk fel az f gyokeinek négyzetdsszegét integral alakban.

- zdz integral?

10.4. f € O(0 < |z] < €) konform. Bizonyitsuk be, hogy ekkor f-nek nem lehet lényeges szingularitasa és ha
pélusa van, akkor 0 legfeljebb elsérendd lehet.

10.5. Bizonyitsuk be, hogy egy f egész fiiggvény injektiv az egész sikon pontosan akkor, ha f(z) = az +b
alaku, ahol a # 0.

HAazi feladatok

10.6. A kitev6ben levs fiiggvény 0, 0o és 1-beli értéke alapjan pusztin a linearis tortfliggvények és az expo-
nencialis fliggvény ismert tulajdonsigai alapjan mutassuk meg, hogy az egységkorben ‘e(”l)/ (3_1)‘ < 1.

10.7. Képezziik le a felsg félsikra konform moédon:
(a) {#,0 <Im z < 7}

(b) {z € C, z #it,t valos , |t| > 1}

(c){z|Im z>0,|z] <1}

(d) {z|Im z>0,|z —i| > 1}

(e) {z|Im z > 0 vagy |z < 1}

10.8. Miért nem lehet a Vitali-Montel tételt alkalmazni az f,,(z) = sin(nz) fiiggvénysorozatra a valos szam-
egyenes egy tetsz6leges kbrnyezetében?

Sz10. Legyen X = O(|z| < 1).

(a) Mutassuk meg, hogy van olyan metrika X-en, melyre {f,} konvergens sorozat a metrikiara nézve
akkor és csak akkor, ha {f,} egy kompakt halmazokon egyenletesen konvergens sorozat.

(b) Bizonyitsuk be, hogy az X vektortéren nem létezik norma ugyanezzel a tulajdonséggal.



