
10. Komplex függvénytan gyakorlat, 2021. november 24.

III. matematikus, 2021 ®sz.

10.1. Írjunk fel (minél kevesebb számolással) egy-egy olyan lineáris törtfüggvényt, amely
(a) a fels® félsíkot önmagára képezi
(b) az egységkört a jobb félsíkra képezi,
(c) a jobb félsíkot az egységkörbe képezi
úgy, hogy a 0, 1,∞ pontok képe rendre 1,∞, 0.

10.2. Képezzük le a fels® félsíkra konform módon:
(a) {z, Im > 0,Re z > 1}
(b) {z, Im z > 0, z 6= it, 0 ≤ t ≤ 1}
(c) {z, Im z > 0, z 6= it, t ≥ 1}

10.3. Legyen f(z) holomorf a zárt egységkörlemezen, a körvonalon nem 0, és nem egységnyi.

(a) Mit állít el® az
1

2πi

∫
|z|=1

f ′(z)

f(z)
· z dz integrál?

(b) Írjuk fel az f gyökeinek négyzetösszegét integrál alakban.

10.4. f ∈ O(0 < |z| < ε) konform. Bizonyítsuk be, hogy ekkorf -nek nem lehet lényeges szingularitása és ha
pólusa van, akkor 0 legfeljebb els®rend¶ lehet.

10.5. Bizonyítsuk be, hogy egy f egész függvény injektív az egész síkon pontosan akkor, ha f(z) = az + b
alakú, ahol a 6= 0.

Házi feladatok

10.6. A kitev®ben lev® függvény 0,∞ és 1-beli értéke alapján pusztán a lineáris törtfüggvények és az expo-
nenciális függvény ismert tulajdonságai alapján mutassuk meg, hogy az egységkörben

∣∣e(z+1)/(z−1)∣∣ < 1.

10.7. Képezzük le a fels® félsíkra konform módon:
(a) {z, 0 < Im z < π}
(b) {z ∈ C, z 6= it, t valós , |t| ≥ 1}
(c) {z | Im z > 0, |z| < 1}
(d) {z | Im z > 0, |z − i| > 1}
(e) {z | Im z > 0 vagy |z| < 1}

10.8. Miért nem lehet a Vitali-Montel tételt alkalmazni az fn(z) = sin(nz) függvénysorozatra a valós szám-
egyenes egy tetsz®leges környezetében?
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Sz 10. Legyen X = O(|z| < 1).
(a) Mutassuk meg, hogy van olyan metrika X-en, melyre {fn} konvergens sorozat a metrikára nézve

akkor és csak akkor, ha {fn} egy kompakt halmazokon egyenletesen konvergens sorozat.
(b) Bizonyítsuk be, hogy az X vektortéren nem létezik norma ugyanezzel a tulajdonsággal.


